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Préface

J’ai effectué un stage a I’Université Blaise Pascal du 9 mai 2016 au 19 juin 2016 pour
travailler sur une une introduction a la théorie de Soergel. Aprés quelques rappels sur les
systemes de Coxeter, 'objectif du stage était de construire 'algébre de Hecke d'un systéme
de Coxeter (W, S) ainsi que les polynéomes de Kazhdan-Lusztig puis les relier a une certaine
catégorie avec un morphisme d’anneau.

Je remercie I'Université Blaise Pascal de m’avoir accueilli pour ce stage et plus particuliére-
ment M. Simon Riche, Chargé de Recherche CNRS, d’avoir accepté d’étre mon tuteur pour ce
stage. Il a su m’aider et m’a laissé le choix dans I'accompagnement et ’organisation du stage.
Il m’a fait découvrir toute une théorie que j’ai été curieux d’apprendre méme si je n’ai pu que
leffleurer. En effet le niveau requis et la durée du stage ne me permettaient pas de voir toutes
les facettes de cette théorie. Toutefois cela a confirmé mon envie de poursuivre dans ce domaine
et je ne manquerai pas de continuer cette théorie dans les prochaines années.
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Introduction

Nous allons d’abord énoncer quelques rappels sur les systémes de Coxeter. Puis nous prou-
verons des lemmes et introduirons l'objet R qui vont nous permettre de définir ’algébre de
Hecke d’un systéme de Coxeter ainsi que la base de Kazhdan-Lusztig. Aprés avoir définit la no-
tation < R > nous prouverons le théoréme fondamentale de Soergel pour les groupes diédraux
et enfin nous le prouverons pour tout systéme de Coxeter.

Théoréme. Soit V' une représentation réflexion vecteur fidéle du systéme de Coxeter (W, S)
sur un corps infini. Soit H ’algébre de Hecke et R l'anneau des fonctions polynomiales sur V.
1l existe un unique morphisme d’anneau

e:H—><R>

tel que e(v) =< R[1] > et €(Ts + 1) =< R ®pgs R > pour tout s € S.

1 Systémes de Coxeter

Nous avons besoin de plusieurs rappels sur les systémes de Coxeter afin de définir 'algébre
de Hecke, mais aussi afin de traiter le cas des groupes diédraux.

Définition 1.1. On note A, ¢ le mot ss'ss’....ss’, ordre(ss’) fois quand il existe. Un systéme
de Coxeter est la donnée d’un couple (W, S) ot W est un groupe, S une partie génératrice
de W constituée d’involution et tel que Ay v = Ay 4. Ces relations sont appelées relations de
tresses.

Tout élément x de W s’écrit comme produit d’un nombre fini d’élément de S donc est I'image
dans W d’un mot du monoide libre S* engendré par S.

Définition 1.2. On note ¢ la fonction longueur sur W.

Définition 1.3. On appelle s;....s; décomposition réduite d’un élément w € W si w =
S1....5; et si k= {(w).

Notations :

On écrit T ={ueW | JveW, vuv~t € S}.

On note 5; lorsqu’on veux dire que cet élément n’est pas dans la décomposition, c¢’est-a-dire :
51---~5i715i+1-~--5n:Sl--”é\i----sn-

On note aussi “s = wsw™!.

On considére maintenant (I, S) un systéme de Coxeter.
Proposition 1.1. Pour tout w € W et tout s € S, on a {(sw) # {(w) et L(ws) # L(w).

Démonstration. Soit I'application qui pour tout s € S associe —1. Elle se prolonge en un
morphisme qui pour tout z € W associe (—1)®).Soit w € W et s € S. On a alors (—1)“"*) =
—(=1)"®), Do £(ws) # L(w).

O

Nous allons avoir besoin de ce lemme la preuve peux se trouver dans [JM].

Lemme 1.2. Soit (W,S) un systéeme de Cozeter et soit N l'application suivante :

Af;{ &S* o P(T)

c...8 = A{u €T | uapparait un nombre impair de fois dans {sg, *Sk_1,....,°*"

I

Alors N(sy....s;) ne dépend que de l'image w de sy....sp dans W et est noté N(w). De
plus il a l(w) éléments.
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Proposition 1.3. Soit w € W, si s1....5; est une décomposition réduite de w alors N(w) =
Sk Sk....82
{Skv Sk—15--- 51}

Démonstration. Par définition de N, il est clair que N(w) C {sk, **Sgp_1,....,"* 25 }. On
obtient 1’égalité par I'égalité des cardinaux. O]

Théoréme 1.4. Soit S un ensemble d’involution engendrant W . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) (W,S) est un systeme de Cozeter.
ii) (condition d’échange) Si sy ....sy est une décomposition de W et s € S est tel que l(ws) <
(w) alors il existe i tel que ws = $1....5;....Sk.

De plus sous ces conditions on a :
iii) (Lemme de Matsumoto) deuzr décompositions réduites d’un méme mot sont équivalentes par
relations de tresses, c’est-a-dire :
Pour tout f : S — M, M un monoide, que l'on étend en une application f de S* dans M,
telle que f(Ass) = f(Ays) quand A, o existe, est constante sur ['ensemble des décompositions
réduites d’un élément donné de W.

Démonstration.

On commence par i) implique ii).

Si f(ws) < ¢(w) alors on a forcément ¢(ws) < ¢(w). Ainsi en accolant s & une décomposition
réduite de ws on obtient une décomposition réduite de w qui finit par s. D’ou par la proposition
1.3 on a s € N(w) et par le lemme on obtient qu’il existe i tel que s = s....8;....5;. Dot
WS = S1....5 ....5.

On montre maintenant ii) implique iii). Soit f : S* — M tel que f(Asy) = f(Ays) (est
un morphisme de monoide). On montre par récurrence sur ¢(w) que deux décomposition ré-
duite de w ont méme image dans M.

Pour l'initialisation il est clair que si {(w) = 1 alors w n’a qu'une décomposition réduite.
Concernant I’hérédité on le fait par I'absurde, soient s;....s; et s} ....s} deux décompositions
réduite de w d’images distinctes par f.

Comme s;....5;8, = S]....5;_;, on obtient par la condition d’échange, il existe ¢ tel que
S1....SkS) =81....5 ... .5

Dot $1....8k = S1....8;....SkS}.

Onasy....5....5;ets)....s,_; sont deux décompositions réduites d’'un méme élément. Ainsi
par hypothése de récurrence on obtient que f(sy....5....sk8%) = f(s1....5i....56)f(s}) =
f(sh .51 f(sy) = f(s)....s}). Sii# 1, on peux refaire le méme raisonnement que précé-
demment et on obtient f(sy....5 ....5:8,) = f(s1....58). Donc f(s]....s%) = f(s1....s), ce
qui est en contradiction avec ce qu’on a supposé.

Donc i = 1, ainsi sy . . . .sxs), est une décomposition réduite de w avec f(sy....s58,) = f(s)....sk)
donc f(sg....sk8)) # f(s1....5).

Ainsi avec le méme raisonnement on arrive a Ss....Sgs,s, une décomposition de w tel que
f(ss....sk8sk) # f(s2....SkSk).

Finalement en répétant 'opération plusieurs fois on arrive & f(A,, o) # f(Ay s,) ce qui est
absurde.

Pour montrer que iii) implique i) il suffit de montrer que toute application f : S — G, G
un groupe, telle que f(s?) =1 et f(Asy) = f(Ag ;) induit un homomorphisme W — G.
Pariii), on a que f peut se prolonger en une application W — G par f(s1....s,) = f(s1)....f(sk)
Elle est bien définie car f est constante sur les décompositions réduites d’'un élément donné de
W. Il suffit de montrer que f(ww’) = f(w)f(w'), pour tout w,w" € W. Comme S engendre W,
il suffit de montrer que pour tout s € S,w € W, f(sw) = f(s)f(w). Par la proposition 1.1 on
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a forcément [(sw) # l(w).

Si l(sw) > £(w), alors comme f est un morphisme de monoide, on a f(ssy....s5) = f(s)f(s1....5,) =
f(s)f (w).

Si l(sw) < l(w), alors w = swy et {(swy) > L(wy), on en déduit avec le cas précédent que
f(s)f(sw) = f(ssw) = f(w). D’ou f(s)*f(sw) = f(sw) = f(s)f(w). -

On montre maintenant qu’il existe une représentation de W que ’on qualifiera de représen-
tation naturelle. On note m;, =longueur de Ay, si cet ordre existe sinon on pose m;; = +oc.
Soit V' un espace vectoriel de dimension fini égal a |S|. On note (e;)ses une base de V. On note

< .,. > la forme bilinéaire définit comme < e, e, >= — cos( ), c’est clairement un produit

s,t

scalaire par définition des my;. On pose p: W — GL(V) tel que pour tout s € S et pour tout
re€Vonap(s)(r)=x—2<mxe5> e

Lemme 1.5. On a p qui est une représentation de W.

Démonstration. On montre d’abord que pour tout s € S, s préserve le produit scalaire. En
effet soient s € S, z,y € V,on a < s(x),s(y) >=<x—2< T,65 > €5,y —2 < Y,e5 > €5 >=
<TYy > —2< x5 >< €, Y > —2< Y, 65 >< €5, T > FHA <16 >< Y, 05 >< €5, 65 >=
< x,y >.

Pour vérifier que 'on a bien une représentation de groupe, il faut vérifier que pour tous
s,t € S, lordre de p(st) est mg,. Solent s,t € S, on pose A =< es, e; >. On a p(st)(es) =
sles — 2 < eg,6p > €) = €5 — 2Xe; — 2 < e, — 2Xep, e > e, = e, — 2he; — 2e, + 4N%e, =
(4X? — 1)es — Aep. On trouve aussi p(st)(e;) = 2Xes — e;.
Ainsi si mg; = +00 alors A = —1. Comme p(st)(es + e;) = es + e; et p(st)(es) = 2(es + e;) + e
alors p(st)™(es) = 2m(es + €;) + e5. Donc p(st) est d’ordre infini.

Sinon on identifie dans C, e, a 1 et e, & —exp ™ ot 0 = . Ainsi < .,. > devient le produit

ms,t
scalaire usuel et on a < e, e; >= — cos(f). Ainsi p(st)(e;) = (4cos?() — 1) — 2cos(f) exp =
3cos?(#) — sin?(#) — 2cos?(0) + 2icos(f) sin(f) = exp?® et p(st)(e;) = —2cos(d) + exp™¥ =

—exp”. Donc st agit comme une rotation d’angle et donc l'ordre de st est bien my,;. [

ms,t
Nous allons vouloir montrer maintenant que cette représentation est fidéle.

Définition 1.4. Soit p une représentation d’un groupe GG. On appelle représentation contra-
grédiente p* la représentation de G définie par : pour tout g € G, p*(g) = p(g7').

Définition 1.5. On note C; = {z* € V* | 2*(e;) > O0Vs € I}. On note aussi C' = Cg on
I’appelle chambre fondamentale.

On peux définir les autres chambres & & partir de la chambre fondamentale par translation, ce
sont les wC pour tout w € W.

Définition 1.6. Le céne de Tits est définit comme |J wC.
weW

Soient w € W et I C S tel que || < 2, on note ay(w) I'élément de W de longueur maximale
tel que {(ar(w)) + L(ar(w) ™ w) = £(w).

Lemme 1.6. On a w(C) C a;(w)Cr.



Démonstration. On prouve ce lemme par récurrence sur ¢(w). L’initialisation est claire car si
¢(w) = 0 alors w = 1y et donc on a bien wC = C C C.
Supposons £(w) > 0 et I'assertion vraie pour tout w’ € W tel que ¢(w') < £(w). 1l faut distin-
guer deux cas pour [.
Si I = {s} alors ay(w) € {1,s}. Si ay(w) = s alors w = sw’ avec {(w') < f(w) et ar(w’) = 1.
D’ott par hypothése de récurrence wC = sw'C' C sCy.
Si aj(w) = 1 alors comme w # ly il existe s’ tel que agyy(w) = . On note alors w =
sy (w)w on a ap gy (w) # 1, agey(w') =1 et £(w') < {(w). Ainsi par hypothése de ré-
currence on a wC = ag oy (W)W'C C a3 (w)Cissy. On pose r = gy oy (w). Comme on
a Uiy = Cpy N Cryy C Oy il suffit de montrer que zCy, ¢y C Cyy c'est-a-dire comme
Cissy = Crsy N Cpey C Crgy qu'il suffit de montrer que x(e;) > 0 . Soit P le sous-espace de
V' engendré par e, et ey. On note e et e la base duale de {e;, ey }. On remarque que x pos-
sede une expression réduite commencant par s’ car comme oy (w) = s’ et ag(w) =1 on a
s,y (x) = 5.
Supposons ms s = +00. Pour application contragrédiente on a s(ef) = ef + 2(ef, — ef) et
s(e%) = e¥, respectivement on a s'(ef) = ef + 2(ef — e%) et s(ef) = €. Ainsi s (respective-
ment s') préserve la droite passant par el et e, et agit sur cette droite comme la réflexion par
rapport a e, (respectivement e}). Il est clair que I'intersection de Cy, ¢y avec cette droite est
J = [eX, e%]. Comme x posséde une expression réduite commencant par s’ alors on a l'image de
J par x qui est du méme c6té que e par rapport a e, et donc que x(es) > 0.

s'1 I sl ss'l

.. @ ([ ] [ ] [ ] e . ...
* *
e, el

Si mg g < 400 le dessin obtenu est un cercle et o 'arc de cercle J est diamétralement opposé
a A ¢ J. La conclusion reste la méme.
Le cas I = {s,t}, s # t se déduit facilement du premier cas.

Lemme 1.7. Soit w € W. Si w # 1y alors w(C)NC = 0.

Démonstration. Comme w # 1y alors il existe s € S tel que w = sw’ avec ((w') = ((w) — 1
et ainsi {(s) + {(sw) = 1 + l(w) — 1 = L(w). Ainsi ar = s. D’ou par le lemme 1.6 on a
wC C sCsy = —Clgy. Or il est clair que —Cyy NC = 0. Donc w(C)NC = 0. ]

Théoréme 1.8. La représentation naturelle p est fidele.

Démonstration. Par I'absurde si p n’est pas injective. Il existe w € W tel que w # 1y et w agit
comme ly. Donc wC = C, ce qui est absurde par le lemme 1.7. O



2 Fonctions polynomiales

2.1 Lien entre polynomes et fonctions polynomiales

Afin de simplifier les notions nécessaires nous supposerons que le corps k des scalaires est
infini. Cela permet de ne pas introduire de la géométrie algébrique et d’avoir un isomorphisme
entre les polyndémes en n variable avec les fonctions polynomiales de k™ dans k.

Définition 2.1. Une fonction polynomiale d’un corps GG dans k est une application g telle
qu’il existe n € N, ao,....,a, € k tels que pour tout z € G on a g(x) = ag+ a1z +....+ a,z"™.

Proposition 2.1. Soit k un corps infini. Alors pour tout n € N ’ensemble des polyndémes en
n variable est isomorphe a celui des fonctions polynomiales de k™ dans k

Démonstration.

, k[ X1,.....X,] — {fonctions polynomiales k™ — k}
Par récurrence sur n on montre que
f > (a1, ..., a,) — flag,....,a,)

est un isomorphisme.

Par définition, on constate que pour tout n € N cette application est bien linéaire et surjec-
tive. Concernant l'injectivité, il suffit donc de montrer que le noyau est réduit a 0. Procédons
d’abord a linitialisation. Soit P € k[X] tel que pour tout x € k, P(x) = 0. Alors P est un
polynome & une variable avec une infinité de racine, donc P = 0.

Maintenant nous continuons avec I’hérédité.

Soit n € N*. Supposons lassertion vraie jusqu’au rang n. Soit P € k[Xy,...., X,, X,,11]. On
Pécrit P = Y fi(Xy,..... X)) X5, avee fi(Xy,....,X,) € k[Xy,....,X,]. Cest une somme
>0
finie car P est un polynoéme donc il posséde un degré maximal. Supposons que pour tout
(1, ooy Ty Tpy1) € K" ona P(zy,. ..., 2, Tpe1) = 0. On peux voir P dans (k[ X7, . ..., X)) [Xni1]-
On a pour tout (xy,....x,) € k™, P(z1,....,2n, Xpy1) € k[X,11] et ce polynéme en une variable
posséde une infinité de racines, il est donc nul. On en déduit que pour tout (z1,....x,) € k™ et
pour tout i on a f;(x1,....,x,) = 0. Par hypothése de récurrence sur les f; on obtient que pour
tout i, f; =0 et donc P = 0. [

Remarque 1. Ainsisi f € k[X,. ..., X,] tel que fs’annule sur un hyperplan, comme par exemple

{(a,ba,....,b,) | (a,be,....,b,) € k™, a+# 0}, alors f =0

2.2 Fonctions polynomiales sur des graphes

Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie qui est
une représentation de W.

Définition 2.2. On note pour tout x € W le graphe renversée de z '’ensemble suivant :
Gr(z)={(zA X | AeV}CV xV

. On donne aussi la notation suivante pour tout A C W, Gr(A) = |J Gr(z).
€A

Pour tout z € W on note V* = {u € V|zu =u} et V% = {u € V]zu = —u}.
Lemme 2.2. Pour tous y,z € W on a Gr(y) N Gr(z) = VY= Lisomorphisme peut se voir

avec la projection sur la premiére coordonnée.
De plus on a l'égalité suivante : (Gr(y) + Gr(z)) N (V x {0}) = Im(yz~" —id) x {0}.



Démonstration. On note m la projection sur la premiére coordonnée, c’est une application li-
néaire.

On montre d’abord qu’elle est surjective. Soit o € V¥*"'. On obtient yzta = a. On en dé-
duit que (o, 27'a) = (yz~'a, 27 ') € Gr(y) et que (o, 2z7'a) = (227 a, 27'a) € Gr(z). D’ou
(a,z7'a) € Gr(y) N Gr(z) et on a 7((o, 27 1)) = .

Pour montrer que la projection est injective, on montre que le noyau est restreint a {0}. Soit
u=(y\,A) € Gr(y) N Gr(z) tel que yA = 0. Or comme y € W alors yA = 0 nous donne A = 0.
Ainsi u = 0.

On montre maintenant le deuxiéme point.
On commence par U'inclusion de droite a gauche. Soit (yz=!'A\ —\,0) € Im(yz~"' —id) x {0} on
a clairement (yz~'A — X, 0) € V x 0. De plus (yz~'A— X, 0) = (y27'\, 27'A) — (227N, 271)) €
Gr(y) + Gr(z).
On continue avec 'inclusion de gauche a droite. Soit x € (Gr(y) + Gr(z)) N (V x {0}). Donc il
existe A, p, a € V tels que z = (yA+zp, A\+p) = (@, 0). Ainsi A = —p, douz = ((y—2)A,0) =
(yz~1(zA\) — 2X,0) € Im(yz—' —id) x {0}. O

Soit k£ un corps infini. On note R la k-algébre des fonctions polynomiales sur V. On note
pour tout s € S, R® le sous-anneau de R des éléments s-invariant. On utilise I'abréviation
®r = ®. On identifie R ® R avec les fonctions polynomiales sur V' x V par la formule (f ®
g)(\, ) = f(N)g(p). Les fonctions polynomiales sur Gr(A) sont les fonctions polynomiales qui
s’annulent sur Gr(A). Elles se voient naturellement comme le quotient de R ® R par I(A) =
{f€ R®R| f sannule sur Gr(A)}. On note ce R-bimodule Z-gradué :

R(A) = R(Gr(A))

Dans le cas particulier ot A = {y | y < x} on note R(A) = R(< x). On note pour tout
yeW, XeV, re R, rY(\) =r(y)\), on définit ainsi une action a droite de W sur R.
On note 1, € R(y) la fonction constante égale 4 1 sur Gr(y). On a rl, = 1,rY.

Il est clair que pour tout z € Wona I(z) =<r®1—-1®7", r€ R>et que [(A) =), ().

z€A

Remarque 2. Pour tout y € W on peux identifier R(y) a R.

Démonstration. En effet comme I(y) =<r®1—1&rY, r € R > alors dans R(y) on pour tout
re€ R, r®l = 1®rY. Ainsi pour tout f,g € Rona f®g = 1® fYg dans R(y). Donc 'application
{ R(y) —
f®g — [
De plus si fYg = 0 il suffit de voir f et g comme des polyndémes et on obtient avec 1'égalité des
degrés que f =0 et g = 0, d’ou I'injectivité. O

nous permet d’identifier R(y) avec R. C’est clairement surjectif et linéaire.

Proposition 2.3. Pour tous z,y € W on a R(z) ®r R(y) = R(zy).

Démonstration. On remarque que pour tout f € R(z), g € R(y),ona f®g = f®gl, =
-1
flg®l,=fg" 1, ®1,
L : R R — R
On pose donc 'application suivante ¢ : { (v) @r R(y) x<£y)
f®y = fg" 1y
Montrons que c¢’est un isomorphisme de R-bimodules. Cette application est clairement un mor-
phisme surjectif. L’injectivité est clair aussi car Sifgm_llxy =0 alors f¢*  =0et donc f =0
et g = 0. En effet il suffit de les voir comme des polynomes et I’égalité des degrés nous donne
la conclusion voulue.

]



Proposition 2.4. Pour tout s € S, a € V* tel que ker(a) = V?° il existe eq,....,e, 1 € V?
tels que R® = klet, ... ef 1, a?].

Démonstration. Soient s € S, a € V* tel que ker(a) = V*. On montre d’abord que (e}, ....,e}_;, a)
est une base de V*. Ona V. = V* @ V=°. Soit f € V7° tel que a(f) = 1, cela est possible

car sinon il suffit de prendre f = W. On le compléte en un base (ey,....,e,_1, f) associée

aV =V*® Vet on note sa base dual (ef,....,e_;, f*). On a alors (e],....,e:_;,a) qui

est une base de V*. En effet on montre que cette famille est libre. Soient a;....a, € k tels

*

n—1
que > a;e; + a,a = 0. On évalue en f et on obtient a, = 0 et on sait déja que la famille
i=1

(e3,....,es_) est libre. Donc pour tout ¢ € [|1,n|] on a a; = 0. Donc la famille (ef,....,ef_;, @)

et libre et par un argument sur le cardinal on conclut que c’est une base.

Donc R = kle},.....e;_;,al.

Il est clair que pour tout i € [|1....n — 1]], e € R®. De plus s.a = —a ainsi s.a? = o?, d’oul

a? € R*. On a donc montrer 'inclusion de kle},.... e} _;,a? dans R®.

Pour lautre inclusion on prend u € R®, comme u € R = kle},....,el_;,a] alors il existe

un nombre fini de ¢ ainsi que des P; € kle},....,e5 ;] tels que v = > Pa’. On calcul

(2

u—su =2 > Pa' De plus comme u € R*, on a u — s.u = 0. Ainsi comme dans
1 rmpair

la preuve de la ][))roposition 2.1 on obtient que tout les P, pour ¢ impair sont nuls. D’ou

u € kley,.....el_,,a?.

Ainsi R® = kle},....,ef_;,a?]. O

Proposition 2.5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie tel que :
E = E1 D EQ D E3 D E4 avec dlm(Eg) = dlm(E:;) =1.
Alors il eziste une suite ezacte R(Ey & Es)[—2] — R((Ey @ Ey) U (Ey & E5)) - R(E, @ Es).

Démonstration. Soit E un espace vectoriel de dimension finie tel que :

E = E1 D EQ D E3 D E4 avec dlm(EQ) = dzm(E3) = 1.

Choisissons des bases : (f1,...., fn) pour Ef, ¢ pour Ej, £ pour Ej et ¢i,....,g, pour E;. On
note B =k[fi,...., fu, &, 91, ..., ). On a alors :

(B ® By =@ fi . ferguevght gy avec ai, by, u,v € Net v+ Y b; > 0. Cest-a-dire :
(B, ® Es) =@ fi . forguevgt L gh avee ag, b, u,v € Noet u+ Y b; > 0. Cest-a-dire
I(Ey ® E3) = ¢B + ) g:B.

Dot I((E\®Ey)U(EL®Es)) = @ f ... .fonguevgh ... .gv avec a;, b, u,v € Net u+ >0 >0
et v+ z bl > (0. C’est-a-dire : I((El D Ez) U (El D E3)) = ¢€B + EgZB

On passe maintenant dans le monde des polynoémes, on a :

R(E, @ Ey) = ﬁ ~ k[f1,. s fnr @]

R(E, © E3) = @ ~k[fry e €]

R((E, & E») U (E, ® B3)) = (B Eﬁj T klf,- (ebf{n ¢, ¢
?n 1{)02(:El EBPEg)[—Q] : R((Ey & Eggg (Ey & E3))



- { R((El () EQ) U (El I, Eg)) — R(El b EQ)

Q = Qle=o
De par ce qu’on vient d’énoncer on a I' injective et v surjective. On remarque facilement
que Im(I") = Ker(v). On obtient bien une suite exacte. O

Nous allons montrer maintenant un lemme qui nous servira dans la partie sur les groupes
diédraux.

Lemme 2.6. Pour tout s € S, on a R(1,s) = R®p- R.
R®R R®R
Démonstration. On rappelle que R(1,s) = %, et que RQps R = < rel_1 §T7 py=y T

On remarque facilement que < r® 1 —1®@r, r € R® > C I(1,s). D’ou il existe un mor-
phisme surjectif : R ®gs R — R(1,s).

Pour montrer I'isomorphisme, on montre que pour tout n € N la graduation n de R(1,s) a
la méme dimension que celle de R ®gs R. On aura alors 'isomorphisme au niveau de chaque
graduation et donc 'isomorphisme entre les deux espaces.

On traite d’abord le cas R ®ps R.

Soit « € V* tel que Ker(a) = V*. Par la proposition 2.4 on a I'existence de ey, ....,e,_1 € V?
tels que R® = kle},....,e_;,a?]. Ainsion obtient R = kle},....,e} |, a] = kle},....,e;_;,a%]D

aklet,....,et |, 0% = R*®aR®. On en déduit : RQps R = Rps (R*®DaR®) = (RR1)B(RRa).
Comme R® 1= Ret R® a = R[—2] alors la dimension de la graduation n pour R ®pgs R est
degre(R,) + degre(R,—2).

On passe maintenant au cas R(1,s).
On va construire une suite exacte R(s)[—2] — R(1,s) — R(1). La surjection est la surjection
naturelle car I(1,s) C I(1). On remarque que V x V = AV & AV, ot AV = {(v,v), v €V}
et AV ={(v,—v), vV} DouVxV=AV'@& AV AV*® AV On a dim(AV %) =
dim(AV =) = 1.
Il est clair que Gr(1) = AV = AVS @ AV~ et que Gr(s) = AV* @ AV,
On utilise alors la proposition 2.5 avec E =V xV = AVS@& AV ® AV~ @ AV?. On obtient
une suite exacte R(Gr(s))[—2] — R(Gr(1) UGr(s)) - R(Gr(1)). c’est a dire une suite exacte
R(s)[-2] <= R(1,s) — R(1).
On en déduit que la dimension de la graduation n de R(1, s) est : degre((R.)n)+degre((Rs[—2]),)
degre(R,) + degre(R,—2).

Ce qui conclut la preuve du lemme.
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3 Reéalisation des algébres de Hecke par les bimodules

3.1 Construction de I’algébre de Hecke

Soit A une petite catégorie additive. On note < A > le quotient du groupe abélien libre engendré
par les objets de A modulo les relations < M >=< M' > 4+ < M” >si M ~ M' & M” pour
tous objets M, M', M” de A.

Définition 3.1.

A est une algébre Z-graduée s’il existe une famille de sous-espaces vectoriels (A;);cz telle
que :

A= @iez A;

Vi, j € Z, AiA; C Aiyj

Pour A une algébre Z-graduée, On note A — modé la catégorie des A-modules Z-gradués de
type fini sur A. On écrira aussi M[n| pour objet M avec sa Z-graduation décalée de n :
(M[n]); = Mitn.

Soit (W, S) un systéme de Coxeter avec |S| < +oo. Soit [ : W — N la fonction longueur.
On note e I’élément neutre de W.
On note T l'ensemble des éléments de W qui sont conjugués a un élément de S.

Définition 3.2.

On définit la relation — tel que pour tous u,v € W, u — v si et seulement si il existe ¢t € T tel
que v = ut et L(u) < {(v).

On définit alors ’ordre de Bruhat sur W :

Pour u,v € W, u < v si et seulement si, il existe une chaine u = uy = uy.... = up = 0.

Nous avons besoin d’un résultat sur les algébres associatives adapté a notre cas. La démons-
tration du théoréme plus général peut se trouver dans [HUMP]

Théoréme 3.1. Soit (W,S) un systéme de Coxeter, B un anneau commutatif unitaire et
a,b € B. On prend H un B-module libre sur 'ensemble W ot l'on note (Ty,)wew une base.

1l existe une unique structure de B-algebre associative sur H, ou T, est un élément neutre, et
telle que les conditions suivantes sont vraies pour tout s dans S et x,y dans W :

T,Ty = Ty sil(z) + Ly) = l(zy)

T? = aT, + VT,

Définition 3.3. En prenant dans le théoréme précédent B = Z[v,v Y, a=v2 -1, b=v"?
on obtient H = @,y Z[v, v ']T, que Pon appelle I’algébre de Hecke sur (I, S).

Les relations sont :

T, T, =Ty sil(z) + ((y) = l(zy)

T2 = 02T, + (v — )T,

Lemme 3.2. L’algébre de Hecke peux aussi étre définie par une présentation comme étant
la Zv,v=Y-algebre associative unitaire de générateurs {Ts}.es et par la relation quadratique
TS2 = v 2T, + (U_2 — )Ty ainsi que les relations de tresses TsT;.... Ty = TyTs.... Ty avec un
nombre j impair de termes (respectivement T, Ty .... Ty = TyTy.... Ty avec un nombre j pair de
termes) si st....s =ts....t (respectivement st....t =ts....s) pour tous s,t € S.
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Démonstration. On note H' la Z[v,v']-algebre définit par les générateurs {T7}scs avec la
/

. . —

relations T'> = v=2T" + (v™2 — 1)T” et les relations de tresses. On pose g : ;-fs o ;{ :

C’est un morphisme surjectif car H est engendré par les T, comme algébre.

On cherche a construire une application de H dans H’.

S = H

On regarde ¢ : { s > T
relations de tresses sont vérifiées dans H’ alors on a bien f(A;y) = f(Ay ) pour tous s,s" € S.
Par le lemme de Matsumoto cette application peux encore s’étendre en une application ¢ :
W — H'

{ w=s....50 = T, ... T, =T,

. Cela s’étend en une application ¢ de S* dans H'. Comme les

.0l 81 ....8 est une expression réduite de w. On définit

: -1 S H = H

le morphisme de Z[v,v~']-module f : { T, — T
d’algebre il suffit donc de vérifier que pour tous z,y € W, f(1,1,) = f(1,)f(T,), et comme S
engendre W il suffit de le vérifier pour z = s € S.
Si {(sy) > £(y) alors en notant s ....s; une expression réduite de y on a ssy ....s, qui est une
expression réduite de sy. D’ou T,T, = Ty, et T,T, = T¢, ainsi f(1,T,) = f(Ty) =T, =TT, =
FT)F(T,).
Si l(sy) < {(y) alors en notant ¢; ....t; une expression réduite de sy on a st; ....t; qui est une
expression réduite de y. D’ot T, Ty, = T, et T.T,, = T,, donc on a T,T, = v *Ty, + (v = 1)T,,
et de méme 1.7, = v T, 4+ (v >=1)T;. Ainsi f(T,T,) = f(v Ty + (v > =1)T,)) = v f(Ty) +
(=2~ VAT L o021y, (072 - T = T = FT)A(T).

Il est clair que fog =idy et go f = idy. Ainsi on a bien un isomorphisme d’algébre entre
H et H'. O

Sk w

. Pour vérifier que c¢’est un morphisme

3.2 Différentes notions de représentations

Définition 3.4. Une représentation réflexion fidéle pour un systéme de Coxeter (W, S)
est une représentation p : W — GL(V') out V est un espace vectoriel de dimension finie sur un
corps k de caractéristique différente de 2 telle que p est injective et ou pour tout z € W on a
dim(V /V*) =1 si et seulement si x € T

Définition 3.5. Une représentation p de W telle que les éléments de W agissent comme des
réflexions, c’est-a-dire p(w) est une réflexion de V on a alors que p(w) a un (—1)-espace propre
de dimension 1 et un hyperplan stable, et ou les différentes réflexions ont des (—1)-espaces
propres différents est appelée représentation réflexion vecteur fidéle

Pour k un corps infini, on note comme auparavant R la k-algébre de toutes les fonctions
polynomiales sur V. On munit R de la Z-graduation suivante R = €,_, R; telle que Ry = V*
et R; = 0 pour tout ¢ impair. Pour tout s € S on note R® C R le sous-anneau de tous les
éléments s-invariants. On note R la catégorie de tous les R-bimodules Z-gradués de type fini a
droite et a gauche.

Proposition 3.3. Ainsi (< R >,®,®g) est un anneau.

Démonstration. On a déja que (< R >,®) est un groupe abélien. Il est clair que ®p est
associative. Montrons la distributivité, soient GG, H, K des R-bimodules Z-gradués de type fini
a droite et & gauche. On a pour tout g € G,he H k€ K, (9+h) rk=9gQrk+h®rk €
GerK®H®rK.Donc (GOH)®rK C G®r K ® H ®r K. De plus on a pour tout g € G,
h € H, ]{71,]{72 c K, g®Rk1—|—h®Rk2 = <g+h) ®Rk’1+h®3<k‘1+k2) S (G@H)@R D’ou
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(G@H) Qr K =Gr K® H®ir K.
On montre que < R > est un élément neutre. En effet pour tout G € R, on note (xy,....,z,)

unebasedeG,ona¢:{G®RR - G

G®rT > gr qui est un qui est un morphisme surjectif. Il est
R

n
aussi injectif car si gr = 0, en écrivant g = > r;x; avec pour tout ¢, r; € R, on obtient que pour
i=1
tout ¢, r;r = 0. Donc en les voyant comme des polyndémes on obtient par un argument sur les
degrés que » = 0 et pour tout 4, 7; = 0. D’oll g ®grr = 0®r0. Ainsi G ®g R = G et on montre
de méme que RIr G =2 G. Donc < G>QR®r < R>=< R>Qr <G >=< G >.
m

3.3 Construction de la base de Kazhdan-Lusztig

On note Hy, = vT,. Par une preuve similaire a celle du le lemme 3.2, on remarque que 1’al-
gébre de Hecke posséde une autre présentation avec comme générateurs les { Hy}seg et comme
relations H2 =1+ (v~ —v)H, ainsi que H,H; ....H, = H;H, ....H; avec un nombre j impair
de termes (respectivement H H;....H; = HyH;....H; avec un nombre j pair de termes) si
st....s =ts....t (respectivement st....t =ts....s) pour tous s,t € S.

On remarque alors que l'on a pour tout s € S, H;'= H,+ v —v~'. En effet avec la premiére
relation on a bien H,(H, +v —v~') = 1. On note pour tout x € W, H, = v*®T,. On a
toujours la relation H,H, = H,, si {(z) + ((y) = {(xy).

Il existe un morphisme d’anneau
d: Z : % tel que v = vt et H, = (H,—1)"".

En effet il suffit de vérifier que pour tout y € W et s € S, d(H,H,) = d(H;)d(H,).

On remarque que H H, = VWO T, y- Donc en utilisant les relations dans la preuve du lemme
3.2 on obtient que si £(sy) > £(y) alors on a HH, = v"*YT,, = H,, et si {(sy) < {(y) alors on
a HyHy, = v'WT, = H, c'est-a-dire H,H, = Hy, + (v™! —v)H,Hy = Hy, + (v™! — v)H,.

Si l(sy) > ((y) alors on a £(y~'s) > ((y) et donc d(H,H,) = d(Hy,) = (Hj151)"" =
(H,~Hy)™' = d(H,)d(Hy).

Si l(sy) < {(y) alors on a ((y~'s) < {(y) et donc d(H H,) = d(Hg,) + d((v"' —v)H,) =
(111(531)*1)_1 + - U)_l)(Hy*)_l = (Hy-15+ (v = U)Hy”)_l - (HyleS)_l = d(H,)d(H,).
On vérifie aussi que d est bien une involution, en effet pour tout x € W on a d(d(H,)) =
d((Hx—l)_l) = (d<Hx—1))_1 = H,.

Définition 3.6. On dit que H € H est auto-dual si H = H.

H,s +vH, St TS >

Remarque 3. En posant Cs = v+Hgon apourtoutx € W, H,C, = { Hot+ v H, sizs<z

En effet, si zs > z alors ¢(xs) = {(x) + £(s), on en déduit la premiére équation.

Si zs < x alors en posant r; = xs on a H, H, = H, ainsi H H, = H,, H> = H,, + H,(v"' —v).
Dot HyC, = H,, +v'H, = Hyy +v " H,.

On remarque aussi que Cy est auto-dual : Cy = Hy+v™!' = Hy+ (v—v ) +ov~ ' = Hy+v = C,.

Proposition 3.4. Pour tout s € S et x,y € W tels que xs < x et y < xs alors ys < x.

Démonstration. Soit y; . ...y, une expression réduite de y. Comme y < zs il existe ;... .q,
une expression réduite de xs tel que il existe iy < .... <1 € [|1,n]] tels que a;, = y;. De plus
comme xs < x alors aj....q,s est une expression réduit de x. Donc comme on retrouve bien
ys dans cette expression réduite de x alors ys < . O
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Théoréme 3.5. Pour tout x € W il existe un unique élément H, € H qui est auto-dual et tel
que H, € H, + > vZ[v]|H,
y<zx
Démonstration.
Montrons I'existence par récurrence sur ’ordre de Bruhat :
Pour l'initialisation il suffit de dire H, = H, = 1.
Pour I'hérédité soit un n € N* et soit x € W tel que ¢(x) = n. Supposons que pour tout y € W

tel que y < x on a l'existence de H, auto-dual avec H, € H, + } vZ[v|H.. Comme z # e
z<y
alors il existe s € S tel que xs < x. Ainsi par hypothése de récurrence il existe H,, auto-dual et

des h, € Z[v] tels que H,, = H,s + ) vh,H,.

y<xs
On a xs.s > zs d'ou H,,Cs = H, + vH,s + Y vh,H,C;.
y<xs
Montrons que Y vh,H,Cs € > Z[v]H,. On a déja que vH,s est dedans.
y<xs z<x
Ona Y, vh,H,Cs= > vh,H,Cs+ Y vh,H,Cs = > vh,(Hys +vH,)+ > vhy(H,s+v 1H,)
y<xs y<xs y<xzs y<zs y<zxs
ys>y ys<y ys>y ys<y
= > vh,Hys+ > vV*h,H,+ > h,H,.
y<zxs y<zxs y<zxs
ys>y ys<y

Or il est clair que si xs < z alors pour tout y < zs on a y < x. De plus si y < xs alors par

la propriété 3.4 on obtient ys < x. Ainsi on a bien vérifié que > vh,H,C; € > Z[v|H,. Il ne
y<xs z<x

reste plus qu’a enlever tout les termes constants possibles avec un terme auto-dual. D’ou on

pose :

ﬂx :ﬁxscs - Z hy(())ﬂ

y<xs
ys<y
En utilisant 'hypothése de récurrence sur ces H, On a bien Y vh,H, + > v*h,H, +
- y<zs y<xs
ys>y
> hyH, — > hy(0)H, € > vZ[v|H,. Donc H, € H, + ) vZ[v|H..
y<zxs y<xs - z<x z<x
ys<y ys<y

De plus on a bien H, auto-dual.

Montrons maintenant 'unicité.
On montre d’abord que pour tout € W, on a H, € H, + > Z[v,v|H,.

y<x
On le montre par récurrence sur I’ordre de Bruhat. L’initialisation est claire car H, = H,.
Pour I’hérédité, soit n € N, soit x € W. On suppose 'assertion vraie pour tout y < z. Par la
preuve de l'existence on a que H, € H, + Y Z[v,v |H,.

y<x
Donc H, € H,+ > Z[v,v"']H,. Encore une fois par la preuve de I'existence et par I’hypothése
y<zxz
de récurrence, on obtient que H, € H, + > Z[v,v'H, + Y Z[v,v"Y(H, + Y Z[v,v"'|H,).
y<z y<z z2<y
Ainsi on a bien H, € H, + Y Z[v,v"H,.

y<x

Pour montrer 'unicité il suffit de vérifier que pour tout H € Y vZ[v|H,, [H = H| = [H =0].
y
Soit H = Y h,H, avec h, € vZ[v] tel que H = H et H # 0. Il existe z maximal tel que
y

h,#0.OnaH=hH,+ Y h,H, Ainsi H=h,H,+ Y, h,H, Pour tout y # z,

y#z y#z
)<I(2) - ()<i(2) B
l(y) < l(z) il existe q, € Z[v,v "] tels que H = h,H, + Y, ¢,H,. Ainsi comme H — H =
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(h. —h)H.+ > (hy —qy)H, = 0, alors h, = h. car les {H,},ew forment une base de H

#z
<)
vu comme Z[v, v~ ]-module. Or cela est impossible car h, € vZ[v]. O

Définition 3.7. On appelle les H, la base de Kazhdan-Lusztig de H. Elle correspond a
une base pour H vu comme Z[v, v~ !]-module.
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4 Le cas des groupes diédraux

Le but de cette partie est d’exhiber, dans le cadre des groupes diédraux, I'application prou-
vant le théoréme fondamental de Soergel que l'on rappelle ici. Pour A une petite catégorie
additive on note toujours < A > le quotient du groupe abélien libre engendré par les objets
de A modulo les relations < M >=< M' > + < M” > si M ~ M’ & M” pour tous objets
M, M' M’ de A.

Théoréme. Soit (W, S) un systéme de Cozeter et soit V' une représentation réflexion vecteur
fidéle de W sur un corps infini. Soit H ’algébre de Hecke de (W,S), R l'anneau des fonctions
polynomiales sur 'V et R la catégorie de tous les R-bimodules Z-qgradués de type fini a droite et
a gauche.

1l existe un unique morphisme d’anneau

e:H—><R>

tel que e(v) =< R[1] > et ¢(Ts + 1) =< R ®pgs R > pour tout s € S.

4.1 Préliminaires
Soit (W, S) un groupe diédral (S = {s,t}).

Remarque 4. 11 est clair que pour tout n € N* il existe que deux éléments de S* possédant n
termes : st....set ts....t sin estimpair et st....t et ts....ssin est pair. Si I'image dans W
d’un des deux éléments est x alors on note I'image dans W de l'autre élément Z. Il est clair que
Pon a pour tout € W, sT = f.

Proposition 4.1. Soit x € W, on note A={ye W |y<z}. Ona:
1) Sizx=cealors AUsA={yeW |y<s} et ANsA=0.
2) Six=salors A= AUsA=ANsA.
3)Six=taors AUsA={yeW |y<st} et ANsA=1)
4) Sil(x) >2

. Si x posséde une expression réduite commengant par s, c’est-a-dire © = sxy avec {(xq) =
lx) —1, alors A= AUsA = ANsA. Ce cas comprend [’élément de taille mazimal si W est
fini.

. Sinon toutes les expressions réduites de x commencent par t, c’est-a-dire x = tx, avec
U(xy) =l(x)—1, et dans ce cas AUsA={y e W |y < sz} et ANsA={ye W |y <tz(=x1)}.

Démonstration. Comme les cas 1,2, 3 sont faciles a traiter on ne prouvera que le cas 4.
Par récurrence sur n la longueur de x.
Pour l'initialisation on suppose n = 2.

. Six = stalors A={e,s,t,st} =sA. Dot A=AUsA=ANsA.

. Six=tsalors A ={e,s,t, ts} et donc sA = {e, s, st, sts}.

Ainsi AUsA = {e, s, t, st ts,sts} ={y e W |y < sz}.

etona ANsA={e,s}={yeW |y <s(=tzx)}.

. Hérédité :
Soit n € N tel que n > 2 et x € W tel que {(z) = n.

. Six = szy avec (x1) = {(z) — 1 alors il est claire que toute expression réduite de
commencent par t. Ona A={ye W |y <z} U{z1} U{z}. Donc AUsA={ye W |y <
ryUs{y e W |y < a1} U{xy,sTy, 21, x}. Par hypothése de récurrence sur z; on obtient :
AUsA={ye W |y <szi(=2z)}U{z1, sy, 21,2} ={ye W |y <z} =A Don A= AUsA.
Pour ce qui est de ANsA, on a:
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AnsA={yeW |y<z}tu{nijufzh)Nn(s{lye W |y <x}U{sii} U{sz(=z1)})
={yeWly<ains{yeWy<aHhU{y e W |y <z} n{stiHh)U({y € W | y <z} N {x })U
{nfns{yeW |y <mpu(atnsfye W [y <m})={y e W |y <txi}U{sTy, 21,71, v}
={yeW|y<ar}=4

. Si x = tsxy avec (x9) = {(x) — 2 alors sxy posséde une décomposition réduite com-
mengant par s. De pluson a A ={y € W | y < szy} U {sz3} U {z}.. Donc par I'hypothése de
récurrence on a : AUsA={y e W | y < swa} U {523, ss02(=7),z,s2} = {y € W | y < szx}.
Avec 'hypothése de récurrence sur sz, on a bien : ANsA={y e W |y < szy(=tx)}.

[

Lemme 4.2. Pour toutx € W ona (Ts+1) >, T, = >, T,+v? Y T,
yeA yEAUsA yEANsA

o A={yeW |y<a}

Démonstration. On traitera seulement le cas ou £(z) > 2 les uatres étant faciles a traiter.
On a vu aprés la définition 3.6 dans la remarque 3 que H, = v/@7T, et Cy = H,+v = v(T, +1)

on avait :
H,, +vH, St ST > T

HiCs = H,+v'H, sisr<czx

D’ou :

(To+ )T, — p @D 4 U@ sist>x [ Teu+T, Si ST > 1
s T v oM@V o, sist <o | v Ty +T,) sisr<wm

Soitx e Wet A={yeW |y <z}

. Si x posséde une expression réduite commencant par s donc il existe x; tel que z = sz
et {(x1) = £(x) — 1. Nous allons utiliser deux expressions de A :

A={etu{y =tyr, Ly1) = Uy) —Le(y1) < n—2}tU{y = sy1, €(y1) = L(y) —Let {(y1) <n—1}
A={e, Ts}U{y = tyr, L(y1) = L(y)—Let L(y1) <n—2}U{y = styr, L(y1) = Ly) =2 et L(ys) <
n—2}

Dou: > (Iy+ 1)1, =T +)T.+ > (T+1)T,+ > (T,+17T,
yeEA y=ty1 Y=sy1
L(y1)<n—2 L(y1)<n—1

= > (Ty+T,) + Ty+1+4v7 > (T +T,)
y=ty1 Y=sy1
L(y1)<n—2 f(y1)<n-—1

> T+ X T, + T+l + 0|14+ > T+ 3T,

y=sty1 y=ty1 y=ty1 Yy=sy1
£(y1)<n—2 £(y1)<n—2 £(y1)<n—2 {y1)<n—1
_ -2
=X T+v " 2T,
yeA yeA

Or dans ce casona A= AUsA = AN sA, ce qui prouve la proposition.

. Sinon x n’a que des expressions réduite commencant par t. Soit x; tel que x = tx; et
l(x1) = L(z) — 1. Ainsi on a {(sx) = {(s) + ¢(x) donc T,T, = T, par le méme argument
on obtient 73T = Tz Ona A= (ANsA)U{z1,z} et AUsA = (ANsA)U{zy, 2,7, sz}
Et on remarque qu’on pourra utiliser le cas précédent pour A N sA, car il est associé a x; qui
commence par s.

Dou (T5+1) > T, = (Ts + 1) ( > Ty> + (Ts+ 1)Tx + (T, + 1)T,. Par le premier cas

yeA yEANSA
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et ce que 'on a dit précédemment on obtient :

(Ts+1)ZTy:< > Ty>+v2< > Ty>+T53+T5;+Tw+Tx

yeA yeEANsA yeEANsA
— -2
= 2 Ty+v™ X T,
yeAUsA yeEANsA

Ce qui conclut.
]

Proposition 4.3. Si (W,S) est un groupe diédral (S = {s,t}) alors la base auto-duale est de

la forme :
ﬁx = Ué(m) Z Ty
y<w
Démonstration. Posons v, = v/® > T,
y<z
On a bien Yz € W, 7, € v*OT, + Y vZ['WT, car y < z = {(y) < {(z).
y<zx

Il suffit donc de montrer que les 7, sont auto-duaux :

Par récurrence sur la longueur de x :

JInitialisation :

On a T, = 1 auto-dual.

On a déja vérifié que pour tout s € S, v(Ty + 1) auto-dual.

Hérédité :

Soit n € N,n # 0, n # 1. Supposons pour tout y € W, {(y) < n, 7, auto-dual. Soit
rxeW, {(z) =n.

Il existe s € S tel que © = sy avec £(z1) = (z) — 1. On a aussi {(z;) > 1. Et donc & = stay
avec £(x2) = L(z1) — 1 et £(x2) > 0.

On note A = {y € W | y < z1}. On en déduit par la proposition 4.1 que AU sA = {y €
Wl ly<z}let ANsA={yeW |y <a}.

Ainsi en utilisant aussi le lemme 4.2 on obtient :

V(T + Dy, =0 (Y Ty +0™? 3 T,) =0 @ 3T, +0" 072 35 T =5 + 9,

yeEAUsA yEANsSA y<z y<z2
D’ou ~, est auto-dual.

4.2 Théoréme fondamental de Soergel pour les groupes diédraux

Le théoréme se sépare en deux cas majeurs, pour lesquels nous aurons besoin de lemmes.
On prend toujours (W, S) un groupe diédral (S = {s,t}) et @ une équation de 'hyperplan de
s.

Lemme 4.4. Soit ) une représentation de dimension finie d’un groupe G sur un corps k de
caractéristique # 2.

Soit A C Q un sous-ensemble fini.

Soit s € G tel que sA = A et agissant comme réflexion sur €.

Alors :

1) On a un isomorphisme de bimodules gradués R @ps R(A) = R(A) @ R(A)[-2]

2) Pour R(A)T C R(A) les invariants sous action de s X id, la multiplication induit un
isomorphisme R ®ps R(A)Y = R(A)

Démonstration. Soit €2 un espace vectoriel de dimension finie sur k. Toute réflexion ¢ : Q — )
définie une involution t : R(2) — R(€2). On choisit une équation 8 € Q* de ’hyperplan de ré-
flexion Q. Comme pour tout f € R(2) on peux décomposer f = f1 + B f; avec fi, fo € R(Q)"
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i+ Bfe—th —tBfe
rs

alo 55 = fo € R(Q2) et donc on peut considérer :
R(Q) — R(Q)
o, =0 ; f—tf .
20
Soit X C © une réunion finie de sous-espaces vectoriels de 2, X = |J X;, [ fini, X stable

i€l
par l'action de t. On note 7 la projection de R(€2) sur R(X). On a alors ¢ qui induit une involu-
tion sur R(X) ce qui nous donne une décomposition en espace propres R(X) = R(X)T®R(X)".

On suppose qu’aucun des X; n’est contenu dans Q.
Notre opérateur 0, stabilise le noyau de la surjection R(2) — R(X). En effet soit ¢ dans ce
noyau, on le décompose en ¢ = ¢ + So2 avec ¢1, do € R(Q)T. Si pour tout x € X, ¢o(x) =0
alors 0;(¢) = 0 qui est bien dans le noyau. Sinon il existe x € X tel que ¢o(z) # 0 et ainsi
¢o = 0 dans R(X), donc 0;(¢) = 0.
Cela induit 8, : R(X) — R(X).

R(X)"[2] = R(X)T

Vérifions que 0, : R(X)T — R(X)7[2] et mg : sont mutuel-

= Bf
lement inverses l'une de lautre. On a clairement 0,(R(X)%) C R(X)7[2] en effet t0,(f) =
t(f_tf) = - N —0¢(f). Le [2] étant du & la division par 5. On a aussi
20 26 20

ms(R(X)~[2] € R(X)¥, en effet tmy(f) = 4(Bf) = (—B)(~f) = Bf.
_Bo—t(B0) _ Bo+B6 _

. Soit ¢ € R(X)7[2] on a d; o ms(¢) = 0:(B¢) 2 23 ¢
. Soit f € R(X)" onamgod(f)= 5(f2_5 ) _ b1 ;ﬂﬁtf = Bf;éﬁf =/

On a donc un isomorphisme entre R(X)" et R(X)™[2].

On considére alors Q =V x V, t = s xid et X = Gr(A) = |J Gr(z). 1l existe v € V

€A
tel que tv # v et soit x € A, comme on a Gr(z) = {(zA\,\), A € V} et 2V = V alors

soit A € V tel que 2\ = v. Ainsi (z\, \) € Gr(z) mais (z\, \) ¢ (V x V). Donc pour tout
r € A onaGr(z)Z (VxV). Onadonc R(A) = R(A)" @& R(A)™ ainsi qu’un isomorphisme
R(A)" ~ R(A)~[2] avec la multiplication par f = a ® 1 (on rappelle que « est une équation
de 'hyperplan de s). On a vu dans la preuve du lemme 2.6 que R = R* ® aR®.

On montre que R(A)* et R(A)~ sont stable par multiplication par R®. Pour tout r € R?
et f € R(A)" que lon note f = f1 X fo onarf € R(A)T. En effet on a (s x 1)(rf) =
(srf1) x (rfa) = (rf1) x (rfe) = rf. De méme on montre que pour tout r € R* et f € R(A)~
onarte R(A)".

Ainsi on obtient 2) : R ®gs R(A)" ~ R(A)t @ aR(A)" ~ R(A)t @ R(A)” ~ R(A)

On a alors 1) qui en découle :
R®ps R(A) = R®ps R(A)T ® R®ps R(A)” ~ R(A) ® R®ps R(A)T[-2] ~ R(A) @ R(A)[-2]
[

Proposition 4.5. Pour tous z,y € W avec x #y on a V% £ V7Y,

Démonstration. On montre la contraposée, supposons V% = V7Y On a alors que = et y
agissent comme 'identité sur V V. Donc xy agit comme l'identité sur V ~V~*. Or sur pour
tout A € V=7 on a yx(\) = y(—A) = . Donc zy agit comme l'identité sur tout V. Comme la
représentation V' est fidéle alors zy = id et donc x = y. O
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Soit s € S et xp € W tel que xg # e et szg > xp. On note A = {y €¢ W | y < z¢}. Par la
proposition 4.1 on en déduit que ANsA = {xg,txo}. On a xy et txy sont distincts car comme
sxo > xg alors toutes les expressions réduites de zy commencent par ¢ et donc (tzg) = (zo) — 1.
Ainsi leur sous-espaces propres associés a la valeur propre —1 sont distincts par la proposition
4.5. Cela créé une sous-représentation U x {0} de V' x V' de dimension 2. Par le lemme 2.2 on a
(Gr(xo)+Gr(txg))N (U x{0}) = Im(t—id) x {0}, ainsi il existe une forme linéaire 5 € V* x V*
qui s’annule sur Gr(xq) + Gr(tzy) mais pas sur U x {0}. On pose 3 = Baray et 1= 1gra), et
on note alors M et N les sous-modules engendrés respectivement par 3 et 1 de R(A) vu comme
R? ® R-module.

Lemme 4.6. Pour tous x,y,z € W distincts deux a deux tels que leurs longueur n’ont pas tous
la méme parité. On a toujours U x 0 C Gr(xz) + Gr(y) + Gr(z).

Démonstration.

On peut supposer z = e et x,y € 7. En effet supposons que la parité de x soit la méme que
celle de y. On a Gr(z) + Gr(y) + Gr(z) = (z x 1)(Gr(z"'z) + Gr(z~'y) + Gr(e)). Comme U
est une sous-représentation, on a zU = U. Ainsi U x 0 C Gr(x) + Gr(y) + Gr(z) < U x 0 C
Gr(z"'x) + Gr(z"'y) + Gr(e).

On a 271z et 271y qui sont de longueur impaire. En effet il est clair que la longueur de 27! est
pair. On a pour tout w € W et u € W avec £(u) = 1 que ¢(uw) = {(w)+1 ou ¢(w) — 1. Donc en
réitérant le raisonnement on a pour tout w € W et u € W avec {(u) = 2 que {(uw) = {(w) — 2
ou f(w) ou £(w) + 2, c’est & dire que {(uw) est de la méme parité que ¢(w). Par récurrence
immeédiate on obtient pour tout w € W et u € W avec £(u) paire que £(uw) est de méme parité
que £(w). Ainsi dans notre cas on obtient que 27z et 27!y ont des longueurs impairs. Or tout
élément de W de longueur impair est dans 7.

Par le lemme 2.2 on a (Gr(z)+Gr(e))N(U x{0}) = Im(ze~t—id) x {0} = V-*x {0} C Ux{0}
et (Gr(y)+ Gr(e)) N (U x {0}) = Im(ye ' —id) x {0} = V¥ x {0} C U x {0}.

Par la proposition 4.5 on a V=% # V=Y. Ainsi comme U X {0} est de dimension 2, et que V=% et
V=¥ sont de dimension 1, on obtient Ux0 C (Gr(z)+Gr(e))N(Ux0)U(Gr(y)+Gr(e))N(Ux0) C
Gr(z) + Gr(y) + Gr(e). O

Lemme 4.7. 1) M = R(AN sA)t[-2] dans R®* — mody — R
2) N = R(AUsA)T dans R® — mody — R
3) R(A) =M@ N

1

Démonstration.

1) Pour y ¢ {xo,txo}, par le lemme 4.6 on a U x 0 C Gr(y) + Gr(xg) + Gr(txg). Donc
en particulier 5 # 0 sur Gr(y) pour tout y € A N sA. Donc pour tout f € R(A) on a
[fB = 0] & [f(Gr(ANsA)) = 0]. Ainsi la multiplication par 3 définit un isomorphisme de
R(A N sA)[—2] dans R(A)B. (On vient de montrer l'injectivité, la linéarité et la surjectivité
sont évidentes.)

Mais I'image de R®* ® R dans R(A N sA) est précisément les (s X id)-invariants, c¢’est-a-dire
R(ANsA)t . De plus I'image de R°* ® R dans R(A) est M.

On en conclut que M = R(AN sA)t[-2].

2)

Le (R®* ® R)-sous-module engendré par 1 dans R(A U sA) est clairement R(A U sA)", et par

définition le (R* ® R)-sous-module engendré par 1 dans R(A) est N.

R(AUsA)tT — R(A)
f = flara)

Soit f € R(AUsA)™ tel que figra) = 0. Ona fo(sxid) = f. Donc f(Gr(sA)) = f(Gr(A)), ainsi

figrsay = 0. D’ott f(Gr(AUsA)) =0, c’est-a-dire f = 0. On en déduit que N = R(AUsA)"

Montrons que est une injection, (c’est clairement linéaire).
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3)

On montre d’abord que R(A) = M + N.

Soit « une équation de 'hyperplan V. Alors on a R = R®* & aR?®.

Donc R ® R est engendré comme (R* ® R)-module par 1 ® 1 et a ® 1. Dot R ® R est aussi
engendré par 1 ® 1 et n’importe quel élément 6 € V* x V* qui n’est pas s x id invariant. Notre
[ convient.

En effet si § était s ® id invariant alors comme [ s’annule sur Gr(z) il s’annulera aussi sur
Gr(sx). Donc sur Gr(z) + Gr(sx) + Gr(tz). Comme z,sz,tx sont trois éléments distincts
deux & deux n’ayant pas tous leur longueur de méme parité on a par le lemme 4.6 que
Ux0 C Gr(z)+Gr(sz)+Gr(tx). Donc § = 0sur U x0 ce qui est absurde. Ainsi R(A) C M+ N
donc R(A) =M + N.

Montrons maintenant que M N N = {0}.

On a pour tout y € ANsA et pour tout f € N, figy(y,sy) st invariant par s xid. Il suffit donc de
montrer que pour tout g € M on a [g|Gr(y,sy) €St invariant par s x id | < [gjGr(y,sy) = 0. 11 suffit
donc de montrer que BGy(y,sy) n'est pas invariante par s ® id car § engendre le R° ® R-module
M. De plus comme Gr(y, sy) C Gr(y)+Gr(sy) il suffit de montrer que : 5Gy(y)+ar(sy) D'est pas
invariant par s X id.

Soit y € ANsA. Si f € M est invariante par s X id sur Gr(y) + Gr(sy), alors pour tout A € V'
on a f(yAA) = f(syA, A). Donc f(yA — syA,0) = 0 c’est-a-dire f((y — sy)A,0) = 0. On vérifie
aisément que pour tout A € V, (y—sy)A € V5. Or dim(V~°) = 1, donc f s’annule sur V—* x 0.

Ainsi par absurde si  est invariante par s x id sur Gr(y) + Gr(sy) alors [ s’annule sur
V=% x {0}. Or 8 s’annule sur Gr(z)+ Gr(tx) donc sur V' x {0}. Oron a V= x {0} C U x {0}
et V7t x {0} C U x {0}. Comme V5 = V=t et qu’ils sont tous les deux de dimension 1, on a
Va4 VTt=T.
Ainsi 8 s’annule sur U x 0, ce qui est absurde.

[

Théoréme 4.8. Soit (W, S),|S| = 2 un systéme de Coxeter, et soit V une représentation
réflexion vecteur fidele sur un corps infini.
Alors le morphisme de groupe additif :

S H — < R>
6'{v”ﬂx = < R(<z)>[n+0(2)]

est un morphisme d’anneau

Démonstration. On a (Ts + 1) qui engendre H en tant que Z[v,v ']-algébre et (3 T}).) qui

y<z
engendre H en tant que Z[v, v~!] module.
Ainsi il suffit de montrer que & = fixé,
(Ts+1) >, T,) = e(Ts+1)@re( > T,) (=< R®prs R > ®@p < R(A) >~< RRps R(A)) >

y<z y<z
Onpose A={yeW |y <z}

Par le lemme 4.2 ona (Ty+1) Y. T,= >, T,+v?* Y T,

yeA yeAUsA yeEANsA
D’ou :
((Ts+ 1)« > T,)=€¢( > T,)®ew? > T,)=<RAUsA) >d < R(ANsA)[-2] >
y<z yeAUsA yEANsA
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Alinsi cela revient a montrer 'isomorphisme de bimodule graduée suivant :

R(AUsA)® R(ANsA)[—2] ~ R®pgs R(A)

Nous allons le faire en trois cas. Si A = {e} alors I'isomorphisme a montré est R(1,s) ~ R®ps R.
Il a été montré dans le lemme 2.6.
Pour le cas A = sA on a avec le lemme 4.4 que R ®ps R(A) = R(A) ® R(A)[—2]. Ce qui est
exactement l'isomorphisme recherché.
Maintenant si A ={y € W |y <z}, © # e, sz > x}. On se retrouve donc dans les suppositions
des lemmes 4.6 et 4.7. On obtient alors que R®ps R(A) ~ R@ps R(ANsA)T[-2] & R®p: R(AU
sA)T. Or ANsA =s(ANsA) et AUsA = s(AUsA) Donc on peux utiliser le cas précédent
pour ceux 1a et on obtient bien : R ®ps R(A) = R(ANsA)[-2] @ R(AUsA).

[
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5 Passage aux systémes de Coxeter

On considére maintenant (I, S) un systéme de Coxeter avec |S| < +o0.

5.1 Existence d’une représentation réflexion fidéle

Proposition 5.1. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. On considére fi,...., f, €
V* qui sont linéairement indépendant et on pose K = (| Ker(f;). Alors les f; = <V[<]K> : f/(c/\)
sont bien définis et forment une base de (V /K)*.

Démonstration. Les f; sont bien définis par la définition de K. En effet soient A\, € V tels
que [\ = [u]. Alors il existe z € K tel que A = pu + 2. Ainsi fi([A]) = fi(\) = fi(\) + fi(z) =
filh+z) = fi(p) = fi[u])-

Montrons tout d’abord que les f; forment une famille libre. Soient a; € k tels que > a;f; = 0.
Par définition on a pour tout v € V' fi(v) = fi([v]). Ainsi on a Y a;f; = 0. Par la liberté des f;

on obtient que pour tout i, a; = 0. On obtient donc la liberté des f;

Montrons maintenant que c’est une famille génératrice. On note 7 la projection de V' sur
V,/K. Soit ¢ € (V,/K)*. On pose ¢ € V* telle que ¢ = ¢ om. On a ¢(K) = 0, donc
K C Ker(¢). Montrons que ¢ € Vect((fi)izl._,,r).

On compléte les fl- en une base Bde V*, B = (f1,...., frsGri1,- - Gn)-
On note (€1, .., €rbpy1yenenen.. ,by) la base pré- duale

On écrit = dans la base pré-duale, x = Z xie; + Z x;b;
=1 i=r+1

Onaxze K& Vie|l,r|], filz)=0=Vie[|l,r]], z; =0 <:> x € Vect((bi)i_rﬂ n)-
D’oa K = Vect((b;)i=r+1..n).- On écrit ¢ dans la base, ¢ = ZuzfZ + Z u;g;. Comme K C

i=r+1
Ker(¢), on a pour tout ¢ € [|r + 1,n|], ¢(b;) = ui = 0. AIHSI on a ¢ € Vect((f;)i= L. ). On

a pour tout [v] € VK, ¢([v]) = ¢ om(v) = z';UZfZ( v) = Zulfl([ ]). Ainsi ¢ = Z:uzfz €

Veet((fi)izt...r)- 7 7 O

Théoréme 5.2. Soit (W, S) un systéme de Cozeter. Soit V un R espace vectoriel de dimension
finie. Soient (es)ses des vecteurs linéaires indépendants et (fs)ses des formes linéaires sur V
linéairement indépendantes tels que :

T ) Vs, t e S

< es, [y >= —2cos(
ms,t

On suppose que la dimension de V' est la plus petite possible. On défini p: W — GL(V') comme

p(s)(v) = v — < v, f, > €.
Alors p est une représentation réflexion fidéle de W.

Démonstration.

On montre d’abord que c’est une représentation.

Comme les relations s? = 1 sont claires, il suffit de montrer que les relations de tresses sont
vérifiées :

Soient s,t € .S, v € V. On a p(st)(v) = p(s)(p(t)(v)) = p(t)(v)— < p(t)(v), fs > es

=0— <, fi >e— <v— <, [y >efs > e
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=v— <, fi > e— <, fs > et <, fy ><e, fs > e
En 'appliquant & v = e, et v = e¢; on obtient :
s T T s
p(st)(es) = es + 2cos(—)ey — 2e, + 4 cos?(—)es = 2cos(—)e; + (4dcos?(—) — 1)e,
st ms,t s,t mS,t

Jes — 4 cos(—)es = —ey — 2 cos( T )es

T

p(st)(e;) = ey — 2e; + 2 cos(
ms,t s,t s,t

On retrouve bien les mémes équations que dans la représentation naturelle des systémes de

Coxeter fait dans le lemme 1.5.

Montrons maintenant que cette représentation est fidéle.

On pose E =< {es}ses >. Il est clair que E est stable sous 'action de p. Ainsi les calculs précé-
dents sont toujours valables et on en déduit que E est une sous-représentation de W isomorphe
a la représentation naturelle qui est fidéle.

On montre maintenant que cette représentation est de réflexion.

On note K = () Ker(fs). On a W qui agit trivialement sur K.
ses
Montrons que 'action contragrédiente de p induite sur (V,/K)* est aussi isomorphe a la re-

présentation naturelle. On notera 7 la projection associée. Par la proposition 5.1 on a que
(V/K) =< (Fo)ues >

Pour montrer que cette représentation est isomorphe a la représentation naturelle on montrera
juste que la représentation est de la méme forme que la précédente :

Soient s € S, a € (V/K)", veV /K

On a p*(s)(a)(v) = a(sv) = a(v— < v, fs > ;)

=(<v,a>— <, fi ><es,a>) = (a— <esa> f)(v)

D’ou p*(s)(a) = a— < es,a > fs. On retrouve alors la méme définition que la représentation p
ol eg et fs ont changé de place. Un calcul similaire donnerait les relations trouvées précédem-
ment et donc les relations de tresses sont vérifiées pour cette application. Les relations s2 = 1
sont toujours claires. De plus le cardinal de E correspond au cardinal de S. On en déduit que
cette représentation est isomorphe & la représentation naturelle qui est fidéle par le théoréme
1.8.

Ainsi on en déduit que V /K est isomorphe a la représentation contragrédiente E* et est donc
fidéle.

Par ’hypothése sur la minimalité de la dimension de V on a une filtration de représenta-
tion : 0 C K C E C V. Pour K C E, on le montre par I'absurde. Supposons K ¢ FE. lors il
existe zo € K tel que zg ¢ E. On compléte o en une base de V : (z¢,aq,....,a,). On note
Vo = Vect(ay,....,a,); On a bien E € V; et les relations sont toujours vraies dans V5. Cela est
absurde avec la minimalité de la dimension de V.

1 : . :
On a alors que (es,et) = 5 < eg fr > est une forme invariante symétrique sur E et une

forme invariante symétrique non dégénérée sur £, K. En effet c’est exactement celle utilisée
dans le lemme 1.5.

Soit x € W tel que 'ensemble de ses points fixes V¥ C V est un hyperplan. Montrons que
x € T. On a forcément x # ey car les points fixes de ey est I'espace tout entier et non un
hyperplan.

Soit X € End(V) qui correspond a l'image de z. Puisque x est un produit de réflexions alors
le déterminant de X est soit 1 soit —1.

Supposons det(X) = 1 et trouvons une absurdité.
Soit Re un complémentaire de V*. On note alors I'image de ¢ X (¢) = vg + Ac avec vy € V7 et
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A € R. Comme V7 est stable par X et que det(X) = 1 alors on a que la composante sur Re de
I'image de cest 1. D’ott X(¢) = vo+c. Ainsi pour tout v € V*, a € R, X(v+ac) = v+avy+ac.
On peut choisir ¢ dans E. En effet, par I'absurde si &/ C V¥, alors X|g = idg. Or on a aussi
idy;, = tdg. Comme le groupe agit fidélement sur E on a z = ey, ce qui est absurde.

On en déduit que vy € F car vy = X(c) — ¢, ¢, X(c) € FE et E est un espace vectoriel.

On montre aussi que vy ¢ K. En effet, par absurde si vy € K alors on a X (v + ac) = v + ac
dans V /K. Ainsi on a que I'action de x est la méme que celle de ey,. Or le groupe agit fidéle-
ment sur V /K on a donc x = e, ce qui est absurde.

Par invariance sur £ on a (v + ac,v + ac) = (v + avg + ac, v + avg + ac).

Ainsi 2a(v, vg) + @?(2(¢, vo) + (v, vp)) = 0.

Or ceci est vrai pour tous v € E, a € R. On en déduit donc que pour tout v € E, (v,7v9) =0
donc vy € K, ce qui est absurde.

On en déduit que det(X) = —1. On a donc que z agit comme réflexion sur V' et sur V /K.

On considére le cone de Tits associé & W. On a que W agit transitivement sur les chambres du

cone, par définition, mais aussi fidélement par le lemme 1.7 qui nous dit que pour tout w € W

onawCNC ={.

Ainsi les points fixes de x ne peuvent rencontrer aucune chambres car sinon x = ey .

Soit C' la chambre fondamentale. On a C' et xC' qui sont séparés par un nombre fini d’hyper-

plans V* avec z € T

Or un certain espace ouvert non vide de ’hyperplan de x consiste en des points sur des segments
1d + :U)

Or puisque ce sont des points fixes cette partie se doit d’étre recouverte par I’ensemble fini des

hyperplans V* précédents. Or ceci n’est possible que si I’hyperplan de x coincide avec 'hyper-

plan d'un z € T.

Si x # z alors on peux recommencer la discussion avec zx qui est de determinant 1 ce qui est

absurde.

Doncx=2z2€T.

joignant C' et xC' (en regardant I'image par C' de la projection

5.2 Théoréme fondamentale de Soergel

Théoréme 5.3. Soit V une représentation réflexion vecteur fidéle du systéeme de Cozeter (W, S)
sur un corps infini. Soit H 'algébre de Hecke et R l’anneau des fonctions polynomiales sur V.
1l existe un unique morphisme d’anneau

e:H—=<R>
tel que e(v) =< R[1] > et ¢(Ts + 1) =< R ®pgs R > pour tout s € S.

Démonstration.

Pour I'unicité, il suffit de remarquer que I’algébre de Hecke est aussi engendrée par les (Ts+1)ses
par le lemme 3.2 en tant que Z[v, v~']-algebre.

Pour 'existence, il suffit de le prouver pour un groupe diédral car I'algébre de Hecke n’est décrit
qu’avec des relations impliquant deux générateurs. Avec le théoréme 4.8 nous avons dans le cas
des groupes diédraux exhibé une telle application.

H - <R>
V'H, — < R(<x)>[n+{l(z)

Le théoréme nous dit que ¢’est un morphisme d’anneau. De plus on a €(v) = e(vH, =< R[1] >
et avec le lemme 2.6 on obtient €(T, + 1) = e(v™'H,) =< R(1,5) >=< R®ps R >. O
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Conclusion

Pour poursuivre on pourrait prouver que le morphisme € est en fait un isomorphisme d’an-
neau puis discuter sur la conjecture de Soergel suivante.

Théoréme. Pour tout x € W, il existe un R-bimodule indécomposable Z-graduée B, € R tel
que €(H,) =< B, >.
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